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В современном мире, зайдя в магазин, можно найти продукцию на лю-
бой цвет и вкус. И с каждым днём товаров становится всё больше и больше.
При таком развитии ситуации объёмы продаж этих товаров также постоянно
меняются. Каждая группа продуктов имеет своего потребителя, чьи настрое-
ния, предпочтения и потребительская способность не является постоянными
параметрами. Именно эти параметры с большим трудом пытаются анализи-
ровать и изучать работники торговой сферы, так как именно они определяют
спрос на продукцию. Ведь каждый человек, занимающийся бизнесом, хочет,
чтобы его компания приносила максимальную прибыль. Довольно часто успех
предприятия зависит от того, какие договоренности были достигнуты меж-
ду инвесторами, арендодателями, поставщиками и другими экономическими
агентами. В данной статье рассматривается проблема ведения оптимального
бизнеса в ситуации, когда необходимо оптимально спланировать и достигнуть
соглашения, которое повлияет на дальнейшую деятельность всех участников
переговоров.
Спрос — это количество товара, которое хотят и могут приобрести
группа людей или население в целом в единицу времени (день, месяц, год)
при определенных условиях [1].
Введём понятие временного ряда, которые будем использовать далее.
Временной ряд — это реализация стохастического процесса. Стоха-
стический процесс обладает трендом, т.е. линией математического ожидания
случайной величины. Тренд, как и функции распределения случайных вели-
чин - не известен. Задача прогнозирования временного ряда состоит в оценке
тренда и полосы возможных значений вокруг этой оценки [2]. Временной ряд
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исследуется с целью определения природы происхождения явлений. Более то-
го, позволяет определить свойства анализируемых событий.
При написании данной работы были использованы научная и учебно-
методическая литература, статьи в периодических изданиях Российской Фе-
дерации и статистические данные Российской федерации. Основными источ-
никами, раскрывающими теоретические основы принятия решений в много-
критериальной среде и математических методов в экономике, явились работы
Лотова А.В., Прасолова А. В., Ногина В. Д., Солодовникова А.С. Барышнико-
ва Ю.М. В данных источниках подробно рассмотрено понятие динамических
задач.
К классу динамических задач управления относятся задачи управления
объектами, находящимися в состоянии непрерывного движения под воздей-
ствием различных внешних и внутренних факторов. Оптимальным называет-
ся управление, минимизирующее целевую функцию (например, затраты) при
заданных ограничениях на используемые ресурсы. Метод динамического про-
граммирования современной теории управления - особый способ оптимизации
решений, предназначенный специально для исследования сложных процессов
многошаговыми операциями.
Международный и отечественный опыт принятия решения в многокри-
териальной среде рассмотрен на основе работ Лотов А.В., Поспелова И.И.
«Многокритериальные задачи принятия решений», Березовский Б.А., Ба-
рышников Ю.М., Борзенко В.И., Кемпнер Л.М. «Многокритериальная оп-
тимизация», Подиновский В.В. «Многокритериальные задачи с однородными
и равноценными критериями», Иванов Ю.П., Лотов А.В. «Математические
модели в экономике», Солодовников А.С. «Математика в экономике», Береж-
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ная Е.В., Бережной В.И. «Математические методы моделирования экономи-
ческих систем», Замков О. О., Толстопятенко А. В., Черемных Ю. Н. «Ма-
тематические методы в экономике», Yu P.L. «Multiple-criteria decision making:
concepts, techniques, and extensions».
Также, помимо научной литературы, были изучены статистические дан-




Рассмотрим ситуацию, когда хозяин некоторого торгового предприятия
решил открыть новый магазин в торговом комплексе. Требуется построить
бизнес-модель и найти величину арендуемой площади, при которой бухгал-
терская прибыль фермера будет максимальной. Арендодатель в простейшем
случае желает максимизировать стоимость аренды или, преследуя собствен-
ную выгоду, может понизить арендную ставку. Например, арендодатель хочет
быстрее заполнить свободные площади торгового комплекса. Это возможно в
ситуации, когда бизнесмен увеличивает арендуемую площадь. Таким образом,
необходимо найти область Парето-оптимальных решений для фермера и арен-
додателя. Более того, необходимо определить компромиссное решение. Так-
же необходимо выделить группы товаров, обладающих схожими свойствами
и проанализировать их оборот продажных цен (ПЦ). Так как именно оборот
ПЦ является определяющим фактором формирования прибыль предприни-
мателя.
6
Глава 1. Построение модели торгового предприятия
1.1. Доход
Оценим потенциальный объём спроса торгового предприятия, тем са-
мым получим приблизительную оценку выручки торговой точки.
1.1.1. Число домохозяйств
Предположим, что численность микрорайона, в котором функциониру-
ет данный магазин, зависит от x, то есть от площади торгового предприятия.
Вариант модели численности микрорайона от площади:
ch(x) = d+ 250
√
x,
где d = 20000; d — минимальное количество домохозяйств, 250
√
x — пока-
затель, отвечающий за скорость увеличения количества потенциальных до-
мохозяйств. В качестве среднего размера домохозяйства возьмём средний по-
казатель по России, т.е. 2,6 [3]. Таким образом, вариант модели зависимости





1.1.2. Число потенциальных покупателей
Предположим, что 60% домохозяйств от их общего числа являются по-




1.1.3. Размер потенциального спроса
Средняя заработная плата на январь 2016 года, по данным Росстата, со-
ставляет sz = 32660 рублей [4]. В среднем на продукты питания направляется
порядка 35% дохода. Соответственно, в данном случае величина потенциаль-
ной выручки может быть рассчитана следующим образом:
D(x) = 0,35cp(x)sz.
1.2. Затраты
Оценим основные затраты, необходимые для открытия торговой точки.
1.2.1. Аренда
Известно, что стоимость аренды за 1 м2 зависит от количества аренду-
емой площади. Если мы хотим арендовать мало, то цена на начальном этапе
будет высокой. Чем больше мы захотим взять в аренду, тем цена будет мень-
ше. Далее при увеличении площади арендуемой площади следует учесть тот
факт, что площадь может закончиться, для её аренды придется изменять пла-
нировку торгового комплекса и т. д. Соответственно, стоимость аренды за 1
м2 к концу возможной для аренды площади повышается. Вариант модели
арендной ставки:
arenda(x) = a(x− c)2 + b,
где a = 0,0005; b = 1500; c = 2000, x — арендуемая площадь, a — коэффици-
ент, отвечающий за скорость изменения стоимости аренды, b — минимальная
стоимость аренды, c — количество м2, после которых стоимость аренды на-
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чинает возрастать. В таком случае расходы бизнесмена на аренду:
A(x) = arenda(x)x.
Также следует учесть, что арендодатель может дать скидку y:
0 6 y 6 1 стоимости единицы площади.
Таким образом, фермер должен заплатить арендодателю:
A− yA.
1.2.2. Количество рабочей силы
Напрямую количество рабочей силы зависит от площади магазина, но
также есть люди, без которых предприятие не может существовать. Таким





где l = 12; kz = 50; kz — количество площади, на которую требуется один ра-
ботник; l — количество рабочих, необходимых для работы. Предположитель-
ное количество необходимых работников рассчитано исходя из минимального
количества касс и обслуживающего персонала.
1.2.3. Заработная плата
Средняя зарплата на производстве составляет 25 тысяч рублей, но при
увеличении площади появляются более дорогостоящие работники. Также есть
и другие сотрудники, которые не зависят от используемой площади, у кото-
рых заработная плата может быть иной. В связи с этим к средней заработной
плате следует прибавить функцию, которая отвечает за распределение более
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высоких доходов по всем работникам. Вариант модели заработной платы:
z(x) = e(okr(x)) + sz,
где sz = 32660; o = 0,15; sz — средняя заработная плата; o — коэффициент,
отвечающий за распределение заработной платы.
1.2.4. Закупки
Предположим, что средняя наценка в магазине 15%. Тогда затраты на
закупку товаров можно оценить через выручку следующим образом:
p(x) = (1− 0.15)D(x).
1.3. Прибыль
Таким образом, вычтя из дохода все возможные издержки, получаем
прибыль торгового предприятия.
f1(x, y) = D(x) − (A(x) − yA(x)) − kr(x)z(x) − p(x). (1)
Рис. 1. Бухгалтерская прибыль
Отсюда можно определить x̂ —
количество метров квадратных, ко-
гда бухгалтерская прибыль владель-
ца торгового предприятия макси-
мальная при y = 0, т. e. в ситуации,
когда арендодатель не дает скидку:
x̂ = 1295 м2. При этом прибыль рав-
на 8250 тысяч рублей. Полученные
значения отмечены на графике бухгалтерской прибыли бизнесмена (рис. 1).
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Теперь рассмотрим ситуацию, когда арендодатель готов предоставить
скидку для достижения собственной выгоды. Введем второй функционал, ко-
торый будет отвечать за прибыль арендодателя:
f2(x, y) = A(x)− yA(x). (2)
Нужно построить множество, в котором будут вестись переговоры, для
двух функционалов (1) и (2), при следующих условиях:
f1(x, y) > f1(x̂, 0), (3)
f2(x, y) > 0. (4)
Данные ограничения говорят о том, что бизнесмен готов увеличить ко-
личество арендуемой площади только в том случае, если его прибыль не
уменьшится, и арендодатель не готов отдать помещения бесплатно. За вы-
полнение условия (4) отвечает ограничение 0 6 y 6 const, которое накла-
дывается на величину y сверху, так у арендодателя есть свои необходимые
расходы.
Пусть максимальная скидка const = 0,9.
Таким образом, задача сведена к системе функционалов, для которой
можно применить принцип оптимальности по Парето [5].
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Глава 2. Поиск оптимального решения
2.1. Эффективность по Парето
Состояние системы, при котором значение каждого частного пока-
зателя, характеризующего систему, не может быть улучшено без ухудше-
ния других, называется оптимальным по Парето. Для нахождения Парето-
оптимального множества мы воспользуемся алгоритмом «Коробка Эджуор-
та» [6]. Рассмотрим линии уровня функционалов. Алгоритм говорит о том,
что в точках, где линии уровня пересекаются, оба экономических субъекта мо-
гут улучшить свое положение, если рассматриваемая точка — точка касания,
то она эффективна по Парето, т. е. ни один игрок не может улучшить свой
выигрыш, не ухудшив выигрыш другого. Множество точек касания в задче с
двумя функциями от двух переменных образуют Парето-оптимальное множе-
ство. Для нахождения множества Парето необходимо вычислить градиенты
рассматриваемых функционалов и найти значения функционалов, где гради-









где α ∈ [−1; 0].
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. (6)
В данном случае из уравнения (6) однозначно выражается параметр
α = −1. Полученное значение параметра подставим в уравнение (5). Заметим,











− 500 = 0. (7)
Очевидно, уравнение (7) имеет один вещественный положительный ко-
рень, и можно численно найти значение x∗ = 2091 м2 для любого y. Из перво-
го неравенства выгодности бизнеса следует, что y будет ограничен не только
сверху, но и снизу. Зная x∗, можно найти минимальную скидку y, на которую
будет согласен бизнесмен: 0,16 6 y 6 const.
Рис. 2. Варианты бухгалтерской прибыли Рис. 3. Линии уровня функционалов
На графике бухгалтерской прибыли (Рис. 2) построим прямую, кото-
рая ограничивает прибыль бизнесмена снизу, а также отметим все значения
прибыли для любого допустимого y и x∗, полученного из уравнения (7).
На графике линий уровня функционалов (рис. 3) видно Парето-оптимальное
множество P , которое для данной конкретной задачи является прямой.
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Поскольку во время переговоров фермеру и арендодателю трудно най-
ти компромисс, поможем им определить оптимальное решение, воспользовав-
шись арбитражным равновесием Нэша.
2.2. Арбитражное равновесие Нэша
Запишем функцию Нэша:
N(x, y) = (f ∗1 − f1(x, y))(f ∗2 − f2(x, y)), (8)
где значения «статус-кво» функционалов:
f ∗i = maxfi(x, y), i = 1, 2.
Для того чтобы найти оптимальное решение по Нэшу, найдем максимум
(8) по (x, y) из P :












































Таким образом при x = 2091 м2 и y = 0,53 достигается арбитражное
равновесие по Нэшу. При этом прибыль равна 9347 тысяч рублей.
Утверждение 1. Предприниматель и арендодатель, находящиеся в
условиях модели, могут за столом переговоров выбрать одну из стратегий
(x∗, y), y ∈ (0,16, const). Арбитражное равновесие Нэша очевидным обра-
зом подталкивает переговоры к наилучшему решению для арендодателя и
предпринимателя.
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Глава 3. Группы товаров
Сегодня в магазинах можно увидеть огромное количество разнообраз-
ных товаров. Предприниматели всё чаще и чаще задаются вопросом какой
товар и в каком количестве закупить. В данной работе было замечено, что
всё товары можно разделить на 3 группы.
1. Стандартные товары. Их можно представить как реализацию стационар-
ного стохастического процесса, математическое ожидание которого постоянно
и незначительные колебания происходят из-за случайной величины. Данные
товары не представляют большого интереса.
2. Товары с ярко выраженной сезонностью.
3. Товары с изменившейся тенденцией.
Именно вторая и третья группа товаров представляют большой интерес и
анализируется в данной работе. Моделируются соответствующие временные
ряды и выделяются особенности работы с данными категориями товаров. В
качестве примеров рассматриваются реальные данные оборота продажных
цен (ПЦ) за два года.
Перейдём к рассмотрению различных типов товаров.
3.1. Товары с ярко выраженной сезонностью
В статистике спрос на определенный продукт считается сезонным, если
лежащий в его основе временной ряд подвержен предсказуемой циклической
вариации с периодом в один год [7]. Один из лучших примеров товаров дан-
ного типа является мясо для шашлыка.
На графике (рис. 4) можно увидеть оборот ПЦ товаров категории мя-
со для шашлыка за два года. Очевидна ярко выраженная сезонность. Летом
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оборот достигает 10 млн. руб., а зимой едва 2 млн.руб. Таким образом, при-
сутствует ярко выраженная сезонная составляющая в течение года.
Рис. 4. Оборот ПЦ мяса для шашлыка
Для получения большего коли-
чества информации о рядах, исполь-
зуются разнообразные эконометриче-
ские методы. Например, метод Фу-
рье разложения в тригонометриче-
ский ряд, который идеально подхо-
дит для однородных процессов.
Разложение в ряд Фурье —
частный случай общего ортогонального разложения по базису на конечном
интервале, в котором собственными функциями являются синусы и косину-




(vk cos(wkt) + uk sin(wkt)) , 0 6 t 6 T,
где vk = 1T
∫ T




0 f(t) sin(wkt)dt — коэффициенты Фу-
рье, амплитуды гармоник; wk = kw1 — гармоники частоты, кратные основной
частоте w1 = 2piT .
В данном случае неизвестен явный вид функции f , имеется только T =
24 значения месячного оборот ПЦ за два года. Соответственно, можно найти





i=1 f(ti) sin(wkti)dt. Возникает вопрос как выбрать оптимальное
количество гармоник и минимизировать погрешность. Предполагается, что
функция меняется плавно, следовательно после вычитания из следующего
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значения предыдущего остается только разность ошибок. Такой процесс мож-
но сравнить со стационарным процессом. Таким образом, разности ряда Фу-
рье и реальных данных должны лежать в полосе первых разностей, те в поло-
се, образованной максимальным и минимальным значением разности ошибок.
Также, для того чтобы снизить погрешность приближения коэффициентов, к
уже найденным коэффициентам vk и uk, вводятся дополнительные неизвест-
ные, которые находятся с помощью обобщённого метода наименьших квадра-
тов по ортогональным функциям. Таким образом: v′k = vk + εk и u
′
k = uk + δk
[8].
В данном случае наилучшее приближение получается при k = 2. Теперь
посчитаем приблизительные значения коэффициентов ряда Фурье:
v′1 ≈ −111536, 38; v′2 ≈ 913890, 26; u′1 ≈ 1238969, 8; u′2 ≈ −3518576, 1;
w1 ≈ 0, 26; w2 ≈ 0, 52.














= −111536, 38 cos(0, 26ti) + 1238969, 8 sin(0, 26ti)+
+ 913890, 26 cos(0, 52ti)− 3518576, 1 sin(0, 52ti), i = 1...24. (9)
На графике (рис. 5) наблюдается ярко выраженный положительный ли-
нейный тренд. Так как ряд Фурье показывает периодическое поведение от-
носительно оси времени, линия тренда искажает наше представление о дру-
гих составляющих временного ряда. Соответственно, для дальнейшего ана-
лиза рассмотрим начальные данные, предварительно вычтя из них линейный
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тренд, и ряд Фурье (рис. 6). Очевидно, что предположение о наличии сезон-
ности — верно, также можно сделать вывод, о наличии случайных составля-
ющих.
Рис. 5. Оборот ПЦ мяса для шашлыка
Рис. 6. Колебания оборота ПЦ мяса для шашлыка без
учёта линейного тренда
3.2. Товары с изменившейся тенденцией
Рис. 7. Оборот ПЦ свинины
В кризисной ситуации, когда
цены на рынке постоянно меняются,
конкуренция становится ещё более
жесткой, оборот товаров становится
менее предсказуемым, т. e. вероят-
ность происхождения события, кото-
рое оказывает значительное влияние
на направление линии тренда, значи-
тельно возрастает. Для примера рассмотрим изменение оборота ПЦ по кате-
гории «свинина» в течение последних двух кризисных лет (рис. 7).
Для того чтобы проанализировать данный ряд, воспользуемся алгорит-
мом поиска точек разворота временных рядов с учётом специфики анализи-
руемых данных [9].
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Сразу будем предполагать, что каждая точка из выборки является точ-
кой разворота. После проверки этих точек соответствующим алгоритмом по
определению поворотной точки можно подтвердить или опровергнуть соот-
ветствующие гипотезы. Для каждой рассматриваемой точки построим регрес-
сионные прямые слева и справа. Соответствующие коэффициенты прямых
находятся методом наименьших квадратов:
a = y − bx,
b =
∑n










Далее от этих прямых откладываем по оси ординат ещё по две пря-
мые на расстоянии корня от остаточной дисперсии на одну степень свободы,
получаемой по время подсчёта случайных ошибок коэффициентов парной ре-
грессии:
y1(x) = a+ bx+
√
σ,







Будем рассматривать куски нашего временного ряда [T1, T2] — область
определения для поворотной точки. Интерес представляют области наимень-
шего размера. Введём определение поворотной точки: точка является по-
воротной, если точки пересечения регрессионных прямых со «смещёнными»
прямыми принадлежат отрезку [T1, T2]. Наибольший интерес представляют
точки, у которых соответствующие левый и правый тренды, то есть постро-
енные регрессионные прямые, пересекаются под углом близким к прямому.
19
Рис. 8. Оборот ПЦ свинины с отмеченной повортоной точкой
Соответственно применим дан-
ный метод к исследуемым данным.
На полученном графике (рис. 8) от-
мечена найденная поворотная точка,
в которой тренд меняет своё направ-
ление максимальным образом. Нали-
чие данной точки говорит о том, что
в ноябре 2014 года произошло собы-
тие, которое значительным образом поменяло тенденцию продаж. Соответ-




В данной работе предложен алгоритм моделирования некоторых сторон
стратегии бизнеса, связанного с другими экономическими агентами. Рассмот-
рены оптимизационные задачи относительно издержек производства: аренда,
зарплата и др., построено Парето-оптимальное множество решений и найдено
компромиссное решение для предпринимателя и арендодателя; а также раз-
личные виды спроса на товары. Моделирование спроса на товары позволяет
оптимизировать расходы по содержанию товаров на складах и формирова-
нию заказов, тем самым снизить затраты и увеличить доход. Полученный
результат может быть применен к любой модели бизнеса, которая описывает-
ся несколькими переменными и несколькими целевыми функциями. Модель
торгового предприятия и расчёты реализованы в среде MATLAB.
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- X_O.*(X_O.^2./2000 - 2.*X_O + 3500)
+ X_O.*Y_O.*(X_O.^2./2000 - 2.*X_O + 3500);


















































$ch = d + 250.*sqrt(x);
cd=ch./srd;
cp=0.6.*cd;
dohod=cp.*sz.*0.35;
rashod = A+k_r.*z+(1-n)*dohod;
f1=-(dohod-rashod);
end
4. f2(x,y)
function f2=f2(x,y)
a=0.0005;
b=1500;
c=2000;
arenda=a.*x.^2-2*c*a.*x+a*c^2+b;
A=arenda.*x;
f2=A-y.*A;
end
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